Il problema della sintesi Algebre binarie

Algebra binaria - Sistema matematico formato da un insieme di
operatori definiti assiomaticamente ed atti a descrivere con una
espressione ogni funzione di variabili binarie

T - T Calcolo delle proposizioni Crisippo (250 a.c.)
Assegnata una qualsiasi funzione di variabili binarie, (vero, falso} {e, 0, non}  G. Boole (1854)

& possibile descriverla con una espressione .
. . . tre operatori
contenente solo le operazioni eseguite dai gate? l

Algebra di commutazione
{0, 1} {+ ..}

tre operatori

— T

C. Shannon (1938)

Algebra del nand
0,13 {1

un operatore

Algebra del nor
0,1} {1}

un operatore

Algebra lineare

{0,1}{®, .}

due operatori

Algebra di commutazione
)
Ny 1)_Costanti: 0,1
2) Operazioni:
4.2 somma logica (+) prodotto logico ()  complementazione (°)
A|gebra di 3) Postulati:

commutazione 0+0=0 0.0=0 =1
1+0=1 1.0=0 1'=0
0+1=1 0.1=0
1+1=1 1.1=1
4) Variabili: simboli sostituibili o con 0 0 con 1
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Espressioni

5) Espressione - Stringa finita di costanti, variabili, operatori
e parentesi, formata in accordo con le seguenti regole:

1) 0 e 1 sono espressioni

2) una variabile & una espressione

3) se A e un’espressione, lo & anche (A”)

4) se A, B sono espressioni, lo sono anche (A+B), (A.B)

Teoremi di
equivalenza

Esempi:
a+(b.c) a+hc
a’.b (at+b)’ a’b+0+ab’

N.B - L’operazione di prodotto & prioritaria rispetto alla somma e
non ¢ obbligatorio racchiuderla tra parentesi. La notazione AB

indica A.B
Equivalenze notevoli Equivalenze notevoli
Proprieta della somma e del prodotto logico: Proprieta della complementazione:
E1l) commutativa x +y = y +X E7) involuzione (x7)=x
X.y = y . X o
E2) associativa  (x +y)+z = X+y+z E8) limitazione x+x'=1
(x.y).z = X.y.z o X.x' =0
E3) distributiva  (x .y) + (x . 2) = X . (y +2) E9) combinazione Xy + Xy’ =X
xX+y). (x+2) = X+(y.z) (x+y).(x+y’) =x
E4) idempotenza x +Xx = X
X . X = X E10) I12legge di De Morgan (x +y) ' =x".y’
E5) identita X +0 = X ll2legge di De Morgan  (x .y) ' =x'+y’
x.1 = X
E6) limite X+1 = 1 E11) consenso Xy +X'Z+yz=Xy +X'z
x.0 = 0 (x+y).(x'+2).(y+2) = (x+y).(x"+2)
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Espressioni di funzioni incomplete

ENCODER a 3 ingressi

X X Xo 2 Zy X, X, X |z z,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 1 0 - -
N.B. le altre configurazioni é 2 i _ :
sono per ipotesi impossibili 1 1 1 _ _

Espressioni di funzioni incomplete

Espressioni equivalenti di funzioni incomplete - Espressioni che
forniscono eguale valutazione limitatamente al dominio di una
funzione incompleta sono dette equivalenti.

Espressioni per "TENCODER: o X % | 4 U W
0 0 0 ojo|o|0

— - 1 0 0 1)1]11

23 = Xy Xy Xg + Xp' Xg Xg -0 1 0 111010
Zo = Xo Xy X' Xy" X "X 0 0 1 0/0f1]1

1 1 0 0[1]0/1

1 0 1 01|01

Up =X+ X m)o 1 1 |oli]o|1
Up =X+ Xo 1 1 1 ol1|0|1

Espressioni
canoniche

Espressioni canoniche

T6) Espressione canonica SP (Somma di Prodotti)

12 forma canonica -

gni funzione di n variabili & descritta da una

Completezza
del Calcolo
delle proposizioni

vale 0, in fofma complementata se vale 1.
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Espressioni canoniche della funzione
“aimplica b”

EX-OR

lep) fomamia e e g S
00| 1 ab)=a + Xo®Xy= X" X+ XXy
10} 0 12 forma canonica:
111 ] Fab)=a .b’+a.b+a.b | > Rl S
_K 00| 0
01| 1
Verifica della equivalenza per manipolazione algebrica: i 2 é
F@ab)=a’.b’+a’.b+a.b Xo
=a’.(b’+b)+a.b E3 X
=a’l+a.b E8 XK= (" 4%,").(XgHX)
=a’+a.b E5
=a’+a.b+a’.b una parte & inclusa nel tutto
=a'+b E3, E8, E5
Full Adder E_spres§|or_1|_ canoniche
di funzioni incomplete
S=r.a.b+r.a.b’+r.a.b’ +r.a.b
R=r.a.b+r.a.b +r.a.b” +r.a.b
X, Xy Xo | Zy  Z @_L
— Zl
rab |R S 0 0 0 0 0
D_\_ 1 0 0 1 1
0000 0 S 0 1 0 1 0
oot|o | 1 :D—'_ 0o 0o 1 ]0 1 Z
o100 1 N.B. le altre configurazioni
0111 0 sono per ipotesi impossibili
100 (0 1
1011 0 R
110 (1 0 Xy X1 Xg
1111 1 Zy = Xo Xy %o H Xy Xy X'+ X, Xy X F
2= Xy X X' X" XXy F

rr raab b
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Notazioni
simboliche

Notazioni simboliche per le
espressioni canoniche

P

rab S

S(r,ab)=%;m(1,2,4,7)

000
S (r,a,b) =11; M (0,3,5,6)

001
010
011
100
101
110
711111

*m(i) : mintermine di n bit che assume il valore 1 solo per la n-pla di
valori delle variabili corrispondente all’indice i
* M(i) : maxtermine di n bit che assume il valore 0 solo per la n-pla di
valori delle variabili corrispondente all’indice i

R (r,a,b) =2, m (3,5,6,7)
R (r,a,b) =113 M (0,1,2,4)

OOk, WNEFE O
PP OPRP OOOoO

POORFRORFRPFO

| DECODER 2:4 ¢ 3:8

H o=t

m(2)=BA’

m(3)=BA

i=B.21+A20

¥

] HmO=EA

m(1)=C’B’A

U

m(2)=C’BA’

m(3)=C’BA

:

m(4)=CB’A’

m(5)=CB’A

)

)
m(6)=CBA’

*

m(7)=CBA

%5

YYYy

O w>

=C'B'A’

i=C.22+B.21+A.2°

i=C24B2+A2  Decoder 3:8

=C'.B’A’
=C'B’A
m(2) =C’.B.A’

!

=C'BA

|

m(4) =C.B’ A’

Y

=CB.A

=CBA’

T

%
(=)
I

m(7) = C.B.A

¥

—

iy
VY?
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Il DEC n:2"
DEC o—
n:2n 11—
> Codice
lsu2n
—A
Bit di At
indirizzo '
— A, nyp—_J

i= A2 L +AL2HA20

Sintesi del Full Adder con Decoder e Or

S =%, m(124,7)
R=%,m (356,7)

b |
a—]
r—|

DEC

0w >

d

\J-«

wis

Espressioni
generali

Teoremi di espansione (o di Shannon)

T8) E(X1, X511 X 1:Xp) = X E(X1, X5, X11,0) + X, .E(Xq,X5,..,X,1,1)

T9) (X1 Xare Xn.1:%n) = (XntE(X1,X5004%0.4,0))- (X +E (X1, X514 X1,1))

Esempio:
E= X, +X, X,

= Xy (04X, Xg") +X,. (14X, Xg)

= (X (04X, X57)). (X, "+ (14X, X37))

3.6




Mux e teoremi di espansione La decomposizione indotta da T8

F(LY, ;) |1 X
X.
2
-
F ' z=F(X1. %, - Xp) z
FOX, ;) HHe '
A MUX Xa

Xp e Xy X X

i |
Esempio : XX X' = X" (0+ X, X3") + X, (L+ Xy Xg7) . F(Xy .- X001) :
Xn—l 5
Iy ~
! _tD_L o F(Xy --:X.1,0) ly
- E A
Xg i
X, Xn

Estrazione di due variabili con T8 I MUX con n bit d’indirizzo e 2" vie d’ingresso
1o MUX
|
I -
':] F(x, X, »1.0) L Vie d’ingresso < ,
IZ
F(X; ... X,.5,0,1)
L I3 .
F(X; . Xp.1,1) \_ on.q
« A i = A, 24 | +A,214A 20 Ang o Ay Ay
x:_1 B
Bit di
indirizzo
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Applicazione iterata
dei teoremi di espansione
E(XX) X5) = Xy +X;, X57

= X7 (0%%57) X (14XX5)
= Xy "%, (040.%X57)+X, "X (0+1.X57)+ X X, (1+0.X57)+ X, X, (1+1.X5”)

=X%,'X,” X5'(0+0.0) + m(0).E(0) +
Xy'X," X5 (0+40.1) + m(1).E(1) +
X,'X, X3’(0+1.0) + m(2).E(2) +
X,'X, X5 (0+1.1) + m(3).E(3) +
Xy X" X3’ (1+0.0) + m(4).E(4) +
Xy X" X5 (1+0.1) + m(5).E(5) +
Xy X, X3(1+1.0) + m(6).E(6) +
Xy X, X5 (1+1.1) m(7).E(7)

Espressioni generali
) pressioni g Q)
\D T10 e T11)- Ogni funzione ¢ descritta da una espressione in
cui compaiono o tutti i mintermini o tutti i maxtermini:
2n-1
F(Xy Xy X X,) = Zo m(i) -F(i) (SP)
1=
-1
F (X X0 X0 X)) = IT (M) + FGy) (PS)
i=0 /
o/
Caso SP Caso PS
m(i) : mintermine di n bit M(i) : maxtermine di n bit
F(i): valore dalla funzione F(i): valore dalla funzione

per la n-pla di valori delle per la n-pla di valori delle
variabili per cui m(i)=1 variabili per cui M(i)=0

Sintesi di un full-adder con MUX

10
I Mux

@

o
-
n
Py
)
N
l
n

PRPRPPOOOO
PP OORFRRF OO

P ORFPORFR,OPFrO
POORFRPRORrRRFRO
PP PORFRPLROOO

3.8

4.3

Famiglie logiche




Famiglie di circuiti logici integrati

Tutti i gate !
Moltissime reti di gate!!!

Livello logico

Livello fisico

Full Adder con AND, OR e EX-OR

S=r.a’b+r.a.b’+r.a.b +r.a.b
R=r.a.b+r.a.b +r.a.b’ +r.a.b

manipolazione algebrica:
S=r.@.b+a.b)+r.(a.b’ +a.b)
S=r.@a®b)+r.(@a®hb)
S=r®(@a®éb)

R=(r'+r).a.b+r.(@.b +a.b’)
R=a.b +r.(a®b)

Confronto tra due numeri di n bit

CFR =(a,’. by +ag. b). (a,. by’ +a,.by). ...

CELLA:

2 AND a due ingressi
1 OR a due ingressi
2NOT

CELLA:
1 EX-NOR a due ingressi

Famiglie di gate (TTL SSI -1968/74)

14][13][12] [11] [10] [9|[8] [14][13][12][11] [10][ 9 ]| 8 14] [13] [12][11] [10] [9][8] [14][13][12][11][10][9][8

o e [
el #Wﬁ [P [T ]

1]]2][3]]4a]ls]]8]]7 1]]2][3]]4]]s][8][7 1]]2][3][4]]s]6][7 1]]2][3][4][s][6][7

SN7404 SN7411 SN7408 SN7423

14][13][12] [11] [10][9][8 14]13][12|[11)[10] [9 || 8

Famiglia di circuiti logici:
» alimentazione e consumo
» segnali e soglie

bt ] ] [ [
il (P[]

1]T2] 314l s Te ]2
SN7407

» fan-out (n° max. di ingressi
collegabili all’uscita)
> velocita di commutazione

1]12][3 4] 5] Te 7
SN7432

14][13][12] [11][10] [9][8 14]]13) [12|[11]]10][9][8

7]

1T 2]T3]4a][s Te][7
SN7400
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Circuiti combinatori MSI e LSI

Sono disponibili come parti elementari anche reti di gate
particolarmente utili per il progettista logico:

Si consiglia di visitare il sito
di un Costruttore
(ad es. www.ti.com) !

st]|ot]|21][8T]6T] |oz] |12| |ez]|ez| [vz| Sz |9z] | 2] (82

- g & 2 B B =4 H Fan-in e fan-out
Full adder Decoder Aritmetica Trascodifica ... pP
Multiplexer Registro acc. Buffer RAM
Contatore
Effetto di carico: uso di Buffer e Not Decoder 3:8
g > m(0) =C’.B".A’

Fan-out
“I’uscita di un gate ha un numero massimo di ingressi
di altri gate a cui puo essere collegata”

=
U

i=C.22+B.21+
“carico”

1A

1B

1C

m(1)=C’.B’A
m(2)=C’.B.A’
m(3)=C’.B.A
m(4)=C.B'A’
m(5) = C.B".A
m(6) = C.B.A’
m(7) = C.B.A
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And e Or: proprieta associativa

-_
a@

Gate con un massimo di otto ingressi

Parita con EX-OR (1)

P =by® b,;® b,® b;®.. ® b,
l N.B. L’operazione di somma

- I
a

modulo due ¢ associativa
P = ((be® b,)®(b,® by)®((. ® by)
E =P & (((by® b,)®(b,® b3))&((.. © b))

14][13][12] [11] [10][ 9] [8

[ [

1]]2]|3]]4]]s][s]]7

il

14] [13] [12][11] [10] [ 9 ]|[ 8

Up! L]
[ [F]

1]]2][[3][4]]s][s][7

SN7498

SN7498

oP — PIE

Parita con EX-OR (2)

S

T oo oUT oo O
Tty T 5

D_ PIE

o

Generazione parita e rilevazione errori singoli su dati da due byte:

®
’280
o |
’280

Ricevitore

Py 8+8 Py

‘ m

_E} P
*280
o
01’280

Trasmettitore

Tempo di
propagazione
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Tempo di propagazione: Velocita di commutazione:
il fenomeno del ritardo nel rele il ritardo del Not elettronico
corrente 4 la causa +E
causa: V;
Cc D s
A B I Vy /\/\ \ alta
NO / \ bassa
tempo
contatto tempo Vi
AB I’effetto effetto: V,,
AT1 AT2 — :li
chiuso L -‘\ / alta
- : bassa
aperto ———  tempo AT1 AT2 fempo
Il ritardo sui fronti Un modello piu realistico per il gate
« |l ritardo sui fronti di salita (t, ,;) e di discesa
(Ty) & presente in ogni tipo di gate e varia in Xy
Xy Simbolo grafico 7

modo notevole da dispositivo a dispositivo.

* A causa della marcata differenza dei due valori,
la durata di una situazione H o L in ingresso ad
un gate é diversa dalla corrispondente
situazione in uscita.

e A causa della “inerzia” del gate, un segnale di
ingresso “impulsivo” e “troppo stretto” puo
non essere avvertito in uscita.

del gate

o0 gate “ideale”

Progetto
nel caso

Z=F(Xy, Xp, ooy Xp)
z(t) = Z(t-t,)

N.B. - | Costruttori di famig:=e logiche forniscono i valori minimo,
nominale e massim8 di t,
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I modelli del ritardo di propagazione

Q

U ritardo di propagazione: t, = max (T y, Ty)

—

« Ritardo puro

» Ritardo inerziale

e

D Durata minima di un valore Ho L: 3-4 t,

Comportamento
in transitorio

Velocita e lunghezza dei percorsi

(a’.b’+a.b).c’+(a’.b+a.b’).c = a'.b’.c’+ab.c’'+a’.b.c+ab’.c

Questa rete
& piu veloce

cComMoNoON o0
CTO®OTNOT® 0T

Comportamento a regime e in transitorio
dei circuiti combinatori

1 nuovi valori dei segnali di ingresso di una rete combinatoria
devono propagarsi all’interno della struttura prima di
riuscire ad imporre al segnale d’uscita il valore che ad essi
deve corrispondere. Cio determina un comportamento in

transitorio, che in generale sara diverso da quello a regime.

X
"0 YK

comportamento
in
transitorio

comportamento
a
regime
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Stima della durata del transitorio
(metodo del caso peggiore)

Tipi di transitorio: il ritardo

2t

Tipo “ritardo” - L uscita
mantiene il vecchio valore
per tutto il transitorio

Tipi di transitorio: I’alea statica
®

u? Retroazioni dirette
delle reti asincrone

3t

a /
Tipo “alea statica” - —_—
L’uscita, che dovrebbe \
rimanere costante, assume
temporaneamente I’altro b
valore.

v L

Tipi di transitorio: I’alea dinamica

Tipo “alea dinamica” -

L’uscita varia piu volte ! 10 oL

prima di assestarsi sul

nuovo valore.
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Decoder

Il circuito integrato DECODER

Decoder o Rete di decodifica - Rete logica combinatoria che

realizza i 2" distinti mintermini di n variabili (n = 2,3,4)

SN74154
SN74139 U, (MsI1)
—:DJl (MSI) U,
EN U,
f Y, A Us
B
EN Ys
A SN74138
(MSI) U,
UZ
Quando EN=1valé 1 I'uscita N 33 EN
il cui pedice, in decimale, A U A
corrisponde al numero binario B U: B
in ingresso (A bit di minor peso) © U, g

Yo

Composizione modulare di un Decoder 4:16

N.B. - Il prodotto Ly,
logico gpde della DEC — Y;
proprieta associativa B
| U,
— U,
0 || DEC [—Us
= 1w o
1iDEC; — g
C— 24 [~ !
D] 71 — Us
||| DEC [— U,
Ll | 214 — Uy
[ 1 Uy
[ UlZ
DEC — Uy,
A 2:4 (— Uy,
B —M1— — Uss
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I Multiplexer ISN74150
0
A, B, C, D bit d’indirizzo I,
I; via o bit di programmazione 1,
I
SN74151 X
| 4
SN74153 " ls
SN74157 | 1 Is
I N F . , Z
ks 2 I, z |3 Iy
I3 I4 lo
A |5 I
BA c Iy
I
CBA 2
13
|14
|15
DCBA

Sintesi a MUX di funzioni di 4 variabili

10 SN74151
11

13 z F(Q0.Q1.Q,.0)

o SN74157
7¢cB A Z_E(Qonszan)

14 “IFQ,.00.Q, D)

———B

10 QQQ

Q

Sintesi con MUX a n-1 bit d’indirizzo

Q01 Qo
Q; ™. 000 001 010 011100 101 110111
1]0]1]0

0 0010-

11404022101

10 SN74151

QQ:1Q

F(0,00Q)=1

F(0,0,1,Q5) =0

F(0,1,0,Q3) = Qy’
F(0.1,1,Q) = Qq
F(lvovonS) = Q3
F(lvovvaS) = Q3
F(111101Q3) = Q3’
F(111111Q3) = Q3

Data Selector
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Amplificatore a 3 stati d’uscita

E

~ I IO
X T rr|—

o

NI r|o

d’uscita e indefinito o flut

Lo stato elettrico del segnale

(Terzo Stato, Stato di Alta Imp.)

tuante

T
Lo .
.

3 2 10
Ay ]
A, . DEC

l Le uscite

Nei 3-state il tempo di risposta al
inferiore a quello necessario per |

Occorre
una pausa
tra un’abilitazione

torno nel terzo stato (t,, t, ,

)

MUX con amplificatori 3-state (2)

0
Iy 4l>_—4
1 N
1 > z r~
1 N z I/I
2 l/ |3
|3 T
EN—]3 2 1 0 EN
A 3210
A DEC Ay
Ai—  DEC

Selezione con MUX

[y
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Selezione con amplificatore a tre stati

Si
m
J\

EN |A,

Retroazione

Rete ideale, ritardo e retroazione

V= Vo b (Vi V)V (t+25) =V, (1)

Descrizione della retroazione

Livello fisico Livello logico

Variabile dipendente
Segnale in retroazione

Variabile indipendente
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Latch SR a NOR

S,R
g \ 00 01 11 10
Q=R{(@¥9)
Q=(R+(@+S)) o @ @ - 1
Q=R (q+S)
1@ o - O
Q
V,=V,;=1 vietato !
Pongo S=V, S
R=V,
Q=V,
V,=Vad (v, Vy) R .

Cosa occorre per scrivere un 1 (o uno 0)?

At =2,

R

S

.

Q

q

" J

qfﬁ::;{}Ji::>
S: 0> L

Dopo At dal fronte

di salita di S, q passa
da 0 a1, condizione
che si mantiene anche
se Stornaa0

La durata minima di un comando di set/reset & spesso indicata
con la denominazione di tempo di set-up del latch

Manipolazione algebrica

12 forma canonica:

UsA D I+ A D L+ AL L L+ AL DL

Alyl|U
00o0lo 4 AND a 3 ingressi e 1 OR a4 ingressi
0010 - - « : i nane
forme equivalenti ottenute per “manipolazione”:
0101 s , s
ol A (I 1)+ AL (I + 1)
=ALL 1+A L L

10010 =ALl, +A .
1011 T 1
1100 I,
1111 U

lo 1

A -
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