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SODDISFACIMENTO DI VINCOLISODDISFACIMENTO DI VINCOLI
•• Molti problemi di AI possono essere Molti problemi di AI possono essere 

visti come problemi di visti come problemi di 
soddisfacimento di vincoli. Obiettivo: soddisfacimento di vincoli. Obiettivo: 
trovare uno stato del problema che trovare uno stato del problema che 
soddisfi un dato insieme di vincoli.soddisfi un dato insieme di vincoli.

•• Esempio: Il Problema delle Otto Esempio: Il Problema delle Otto 
RegineRegine

–– È data una scacchiera (8x8): il problema È data una scacchiera (8x8): il problema 
consiste nel posizionarvi otto regine in consiste nel posizionarvi otto regine in 
modo da evitare un attacco reciproco. modo da evitare un attacco reciproco. 

–– Le mosse possibili per la regina  Le mosse possibili per la regina  
prevedono tutte le posizioni sulla stessa prevedono tutte le posizioni sulla stessa 
riga, colonna e diagonale a partire dalla riga, colonna e diagonale a partire dalla 
casella.casella.
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PROBLEMA DELLE 8 REGINE: PROBLEMA DELLE 8 REGINE: 
MODELLO 1MODELLO 1

•• Le posizioni della scacchiera sono  rappresentate da NXN variabiLe posizioni della scacchiera sono  rappresentate da NXN variabili li 
(8X8). Molto numerose.(8X8). Molto numerose.

•• L'L'istanziazioneistanziazione di una variabile di una variabile NN al valore al valore 1 1 indica che e’ posizionata indica che e’ posizionata 
una regina, se il valore e’ una regina, se il valore e’ 00 la posizione e’ libera. Dominio di possibili la posizione e’ libera. Dominio di possibili 
valori: [1,0].valori: [1,0].

•• I vincoli sono che non possono esserci due 1 contemporaneamente I vincoli sono che non possono esserci due 1 contemporaneamente 
sulla verticale, orizzontale o diagonale.sulla verticale, orizzontale o diagonale.
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PROBLEMA DELLE 8 REGINE: PROBLEMA DELLE 8 REGINE: 
MODELLO 2 (quello che adotteremo)MODELLO 2 (quello che adotteremo)

•• Le otto  regine vengono rappresentate con le variabili Le otto  regine vengono rappresentate con le variabili 

XX11, X, X22, ..., X, ..., X88

•• Il pedice si riferisce alla colonna occupata dalla corrispondentIl pedice si riferisce alla colonna occupata dalla corrispondente regina.e regina.

•• L'istanziazione di una variabile L'istanziazione di una variabile XXii al valore al valore kk appartenente all'insieme appartenente all'insieme 
[1..8] indica che la regina corrispondente viene posizionata sul[1..8] indica che la regina corrispondente viene posizionata sulla la kk--
esima riga della iesima riga della i--esima colonna.esima colonna.

•• Le variabili hanno come insieme di possibili valori gli interi cLe variabili hanno come insieme di possibili valori gli interi compresi ompresi 
tra 1 e 8 che corrispondono alle righe occupate.tra 1 e 8 che corrispondono alle righe occupate.
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VINCOLI: DUE TIPIVINCOLI: DUE TIPI

•• Quelli che vincolano i valori delle variabili al dominio suddettQuelli che vincolano i valori delle variabili al dominio suddetto e quelli che o e quelli che 
devono impedire un attacco reciproco e che impongono, quindi, redevono impedire un attacco reciproco e che impongono, quindi, relazioni tra i lazioni tra i 
valori assunti dalle variabili.valori assunti dalle variabili.

11≤≤ XXii ≤≤8 8 perper 1 1 ≤≤ i i ≤≤ 88

XXii ≠≠ XXjj perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

XXii ≠≠ XXjj +(j+(j--i) i) perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

XXii ≠≠ XXjj -- (j(j--i)i) perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

•• Il primo vincolo impone che i valori assunti dalle variabili delIl primo vincolo impone che i valori assunti dalle variabili del problema siano problema siano 
compresi tra i numeri interi 1 e 8: compresi tra i numeri interi 1 e 8: vincoli vincoli unariunari

•• I tre vincoli successivi definiscono relazioni tra le variabili I tre vincoli successivi definiscono relazioni tra le variabili e, in particolare, tra e, in particolare, tra 
due variabili alla volta: due variabili alla volta: vincoli binarivincoli binari
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Due tipi di vincoli (continua)Due tipi di vincoli (continua)

11≤≤ XXii ≤≤8 8 perper 1 1 ≤≤ i i ≤≤ 88

XXii ≠≠ XXjj perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

XXii ≠≠ XXjj +(j+(j--i) i) perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

XXii ≠≠ XXjj -- (j(j--i)i) perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

•• Il secondo impone che due regine non siano posizionate sulla steIl secondo impone che due regine non siano posizionate sulla stessa ssa 
riga. In caso contrario si attaccherebbero.riga. In caso contrario si attaccherebbero.

•• Il terzo e il quarto vincolo riguardano le posizioni sulle due dIl terzo e il quarto vincolo riguardano le posizioni sulle due diagonali a iagonali a 
partire dalla casella iniziale: impongono che il posizionamento partire dalla casella iniziale: impongono che il posizionamento di due di due 
regine sulla medesima diagonale sia scartato come soluzione non regine sulla medesima diagonale sia scartato come soluzione non 
ammissibileammissibile..
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ESEMPIO: SCHEDULING COME CSPESEMPIO: SCHEDULING COME CSP

•• Scheduling: Scheduling: 

•• assegnareassegnare azioniazioni (con (con unauna certacerta duratadurata) a ) a risorserisorse per un per un certocerto tempo (le tempo (le 
risorserisorse possonopossono essereessere condivisecondivise).).

•• VariabiliVariabili: start time : start time delledelle attivitàattività

•• DominiDomini: : possibilipossibili start time start time delledelle attivitàattività

•• VincoliVincoli: : 
–– Le Le attivitaattivita` ` cheche usanousano la la stessastessa risorsarisorsa non non possonopossono essereessere eseguiteeseguite in in intervalliintervalli

cheche sisi sovrappongonosovrappongono eses:  :  

–– Start1 + d1 <= Start2 or  Start2 + d2 <= Start1 Start1 + d1 <= Start2 or  Start2 + d2 <= Start1 

–– EventualmenteEventualmente altrialtri dipendentidipendenti daldal problemaproblema, , qualiquali ordinamentiordinamenti frafra attivitaattivita`.`.
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ESEMPIO: MAP COLORINGESEMPIO: MAP COLORING
•• Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, 

caratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigcaratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigue ue 
siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a 
disposizione i colori disposizione i colori redred (r), green (g) e blu (b)(r), green (g) e blu (b)

1

3 4

2

88

MAPMAP--COLORING come  CSPCOLORING come  CSP

•• Quattro Quattro coloricolori sonosono sufficientisufficienti per per ogniogni mappamappa ((dimostratodimostrato solo solo nelnel
1976). 1976). VarianteVariante facile del facile del problemaproblema del Graph Coloringdel Graph Coloring–– al al massimomassimo
quatroquatro regioniregioni sonosono connesseconnesse con con tuttetutte..

•• VariabiliVariabili: : regioniregioni

•• DominiDomini: : coloricolori permessipermessi

•• VincoliVincoli: : 
–– RegioniRegioni adiacentiadiacenti devonodevono avereavere coloricolori diversidiversi..
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CRIPTOARITMETICA CRIPTOARITMETICA 
•• SS EE NN DD ++

MM OO RR EE ==

MM OO NN EE YY

•• Due lettere diverse non possono avere lo stesso valore;Due lettere diverse non possono avere lo stesso valore;

•• Le somme delle cifre devono corrispondere a quanto illustrato daLe somme delle cifre devono corrispondere a quanto illustrato dal l 
problema.problema.

•• Obiettivo: determinare uno stato in cui ad ogni lettera è associObiettivo: determinare uno stato in cui ad ogni lettera è associata una ata una 
cifra in modo che i vincoli iniziali siano soddisfatti.cifra in modo che i vincoli iniziali siano soddisfatti.

•• I problemi di progetto sono tipicamente problemi a vincoli: un pI problemi di progetto sono tipicamente problemi a vincoli: un progetto rogetto 
deve rispettare vincoli di costo, tempo, materiali ecc.deve rispettare vincoli di costo, tempo, materiali ecc.
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SUDOKUSUDOKU COME CSPCOME CSP

•• Alcune caselle sono già fissate, le altre vanno riempite con numAlcune caselle sono già fissate, le altre vanno riempite con numeri dall'1 al 9 eri dall'1 al 9 

•• la tavola è suddivisa in 9 quadranti di 3x3 caselle la tavola è suddivisa in 9 quadranti di 3x3 caselle 

•• su ogni quadrante devono essere messi tutti e 9 i numeri, senza su ogni quadrante devono essere messi tutti e 9 i numeri, senza ripetizioni ripetizioni 

•• inoltre, ogni riga orizzontale e ogni riga verticale dell'interainoltre, ogni riga orizzontale e ogni riga verticale dell'intera tavola non deve tavola non deve 
contenere ripetizioni di numeri contenere ripetizioni di numeri 

•• OgniOgni casellacasella e’ e’ unauna variabilevariabile con con dominiodominio dada 1 a 9;1 a 9;

•• VincoliVincoli didi diversitadiversita` (` (tantitanti…).…).

•• VedreteVedrete vincolivincoli specialispeciali ((AlldifferentAlldifferent) ) nelnel corsocorso didi
applicazioniapplicazioni..
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SUDOKU: SUDOKU: grigliagriglia
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DifferentiDifferenti CSPCSP

•• VariabiliVariabili DiscreteDiscrete
–– DominiDomini FinitiFiniti::

•• nn variables, con variables, con dimensionedimensione d (d (quelliquelli cheche vedremovedremo))

•• InteriInteri, , stringhestringhe eccecc, , 

•• e.g., jobe.g., job-- scheduling, scheduling, variabilivariabili rappresentanorappresentano giornigiorni didi inizioinizio--fine per fine per 
ogniogni lavorolavoro

•• vincolivincoli didi duratadurata StartJobStartJob11 + 5 + 5 ≤≤ StartJobStartJob33

•• VariabiliVariabili ContinueContinue
–– ProgrammazioneProgrammazione linearelineare ((RicercaRicerca OperativaOperativa))
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CSP PIÙ FORMALMENTECSP PIÙ FORMALMENTE

•• Formalmente un CSP (Formalmente un CSP (ConstraintsConstraints SatisfactionSatisfaction ProblemProblem) può essere ) può essere 
definito su un insieme finito di variabili:definito su un insieme finito di variabili:

(X(X11,X,X22,...,X,...,Xnn)) i cui valori appartengono a domini finiti di definizione i cui valori appartengono a domini finiti di definizione 
(D(D11,D,D22,...,,...,DDnn)), e su un insieme di vincoli. , e su un insieme di vincoli. 

•• Un vincolo Un vincolo c(Xc(Xi1i1,X,Xi2i2,..,...X.Xikik)) tra k variabili è un sottoinsieme del tra k variabili è un sottoinsieme del 
prodotto cartesiano  prodotto cartesiano  DDi1i1 ×× DDi2i2 ××... ... ×× DDikik che specifica quali valori che specifica quali valori 
delle variabili sono compatibili con le altre. delle variabili sono compatibili con le altre. 

•• Tale sottoinsieme non deve essere definito esplicitamente ma è Tale sottoinsieme non deve essere definito esplicitamente ma è 
rappresentato in termini di relazioni. rappresentato in termini di relazioni. 

•• Una soluzione ad un CSP prevede un assegnamento di tutte le Una soluzione ad un CSP prevede un assegnamento di tutte le 
variabili che soddisfi tutti i vincoli.variabili che soddisfi tutti i vincoli.
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CSP come CSP come ricercaricerca nellonello spaziospazio deglidegli statistati

•• CSP:CSP:
–– statestate e’ e’ definitodefinito dada variabilivariabili XXii con  con  valorivalori presipresi daidai dominidomini DDii

–– goal testgoal test e’ un e’ un insiemeinsieme didi vincolivincoli cheche specificanospecificano le le combinazionicombinazioni didi
valorivalori permessipermessi (in (in modomodo intensionaleintensionale).).

–– OperatoriOperatori possonopossono essereessere assegnamentiassegnamenti didi valorivalori a a variabilivariabili (labeling)(labeling)

•• LinguaggioLinguaggio didi formalizzazioneformalizzazione generalegenerale

•• AlgoritmiAlgoritmi generalgeneral--purposepurpose per la per la soluzionesoluzione..
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CSP come CSP come possibilepossibile algoritmoalgoritmo didi ricercaricerca

•• StatoStato inizialeiniziale: : assegnamentoassegnamento vuotovuoto { }{ }

•• FunzioneFunzione SuccessoreSuccessore: : assegnaassegna un un valorevalore ad ad unauna variabilevariabile non non ancoraancora
legatalegata (in (in modomodo cheche siasia legalelegale con con gligli assegnamentiassegnamenti giagia’ ’ fattifatti).).

falliscifallisci se non se non esisteesiste

•• Goal testGoal test: : l’assegnamentol’assegnamento e’ e’ completocompleto ((tuttetutte le le variabilivariabili sonosono legate).legate).

1.1. Schema Schema identicoidentico per per tuttitutti i i CSPsCSPs

2.2. ProfonditaProfondita` ` limitatalimitata n se n n se n sonosono le le variabilivariabili. . 
usausa depthdepth--first searchfirst search

3.3. La La stradastrada e’ e’ irrilevanteirrilevante. . 

4.4. ProblemaProblema commutativocommutativo con con ··ddnn fogliefoglie. . 
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ALBERO DECISIONALEALBERO DECISIONALE
•• Qualunque tecnica di soluzione di problemi NPQualunque tecnica di soluzione di problemi NP--difficili fa uso, almeno difficili fa uso, almeno 

concettualmente, di un albero decisionale. concettualmente, di un albero decisionale. 

•• Un possibile albero decisionale per un CSP si ottiene (dopo averUn possibile albero decisionale per un CSP si ottiene (dopo aver
stabilito un ordinamento per le variabili) facendo corrisponderestabilito un ordinamento per le variabili) facendo corrispondere ad ad 
ogni livello dell'albero l'assegnamento di una variabile e ad ogogni livello dell'albero l'assegnamento di una variabile e ad ogni nodo ni nodo 
la scelta di un possibile valore da dare alla variabile corrispola scelta di un possibile valore da dare alla variabile corrispondente al ndente al 
livello del nodo stesso.livello del nodo stesso.

•• Ogni foglia dell'albero rappresenterà quindi un assegnamento di Ogni foglia dell'albero rappresenterà quindi un assegnamento di valori valori 
a tutte le variabili. Se tale assegnamento soddisfa tutti i vinca tutte le variabili. Se tale assegnamento soddisfa tutti i vincoli, allora oli, allora 
la foglia corrispondente rappresenterà una soluzione del problemla foglia corrispondente rappresenterà una soluzione del problema, a, 
altrimenti rappresenterà un fallimento.altrimenti rappresenterà un fallimento.

•• La ricerca di una soluzione è equivalente all'esplorazione dell'La ricerca di una soluzione è equivalente all'esplorazione dell'albero albero 
decisionale per trovare una fogliadecisionale per trovare una foglia--soluzione. soluzione. 

•• In un problema di n variabili ed in cui i domini hanno tutti la In un problema di n variabili ed in cui i domini hanno tutti la stessa stessa 
cardinalitàcardinalità d, il numero di foglie di un albero decisionale così costruito d, il numero di foglie di un albero decisionale così costruito 
è pari a è pari a ddnn..
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ESEMPIO:ESEMPIO:
•• Per esempio, in un albero che rappresenta un problema di 10 variPer esempio, in un albero che rappresenta un problema di 10 variabili abili 

ed in cui ogni dominio ha ed in cui ogni dominio ha cardinalitàcardinalità 10 esistono 10 miliardi di foglie. 10 esistono 10 miliardi di foglie. 

•• È quindi evidente che la strategia di esplorazione dell'albero rÈ quindi evidente che la strategia di esplorazione dell'albero risulta di isulta di 
importanza fondamentale al fine di trovare una soluzione per un importanza fondamentale al fine di trovare una soluzione per un 
problema complesso in tempi ragionevolmente brevi (tecniche di problema complesso in tempi ragionevolmente brevi (tecniche di 
consistenza). Qui 3consistenza). Qui 322

X1 = 1 X1 = 2
X1 = 3

X2 = 1
X2=2 X2=3 X2 = 1X2=2 X2=3

X2 =1
X2=2

X2=2
X2=3

X1={1,2,3}
X2={1,2,3} ; X1 <> X2
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GLI ALGORITMI DI PROPAGAZIONEGLI ALGORITMI DI PROPAGAZIONE

•• Gli algoritmi di propagazione sono metodi di ricerca più intelliGli algoritmi di propagazione sono metodi di ricerca più intelligenti che genti che 
tentano di prevenire i fallimenti tentano di prevenire i fallimenti anzichèanzichè recuperare fallimenti già recuperare fallimenti già 
avvenuti. avvenuti. 

•• PruningPruning a priori  a priori  dell'albero delle decisioni.dell'albero delle decisioni.

•• Utilizzare le relazioni tra le variabili del problema, i vincoliUtilizzare le relazioni tra le variabili del problema, i vincoli, per ridurre , per ridurre 
lo spazio di ricerca prima di arrivare al fallimento. lo spazio di ricerca prima di arrivare al fallimento. 

•• Vengono così eliminati rami dell'albero che porterebbero ad un sVengono così eliminati rami dell'albero che porterebbero ad un sicuro icuro 
insuccesso limitando inutili backtracking. insuccesso limitando inutili backtracking. 
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DUE APPROCCIDUE APPROCCI
•• Dato un CSP esistono due possibili approcci per la sua risoluzioDato un CSP esistono due possibili approcci per la sua risoluzione: ne: 

uno basato sulle Tecniche di Consistenza e l'altro su Algoritmi uno basato sulle Tecniche di Consistenza e l'altro su Algoritmi di di 
Propagazione.Propagazione.

•• Senza perdita di generalità ci riferiremo, nel seguito, a CSP suSenza perdita di generalità ci riferiremo, nel seguito, a CSP su vincoli vincoli 
binari (vincoli cioè che coinvolgono due variabili).binari (vincoli cioè che coinvolgono due variabili).

•• Algoritmi di PropagazioneAlgoritmi di Propagazione

–– Basate sulla propagazione dei vincoli per eliminare a priori, Basate sulla propagazione dei vincoli per eliminare a priori, durante la durante la 
ricercaricerca, porzioni dell'albero decisionale che porterebbero ad un sicuro, porzioni dell'albero decisionale che porterebbero ad un sicuro
fallimento (compatibilmente con le scelte già effettuate).fallimento (compatibilmente con le scelte già effettuate).

•• Tecniche di ConsistenzaTecniche di Consistenza

–– Basati sulla propagazione dei vincoli per derivare un problema pBasati sulla propagazione dei vincoli per derivare un problema più iù 
semplice di quello (completo) semplice di quello (completo) originaleoriginale..

–– Tipicamente prima si applicano Tecniche di Consistenza e poi di Tipicamente prima si applicano Tecniche di Consistenza e poi di 
Propagazione, oppure sono integrate durante la ricerca.Propagazione, oppure sono integrate durante la ricerca.
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ALGORITMI generativiALGORITMI generativi

•• Le due tecniche che usano i vincoli a posteriori sono: Le due tecniche che usano i vincoli a posteriori sono: 

–– Il Generate and Test (GT) Il Generate and Test (GT) 

–– Lo Standard Backtracking (SB).Lo Standard Backtracking (SB).

GENERATE TEST
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•• Gli algoritmi di propagazione si basano sul concetto inverso. Gli algoritmi di propagazione si basano sul concetto inverso. 

•• Tecniche quali  Tecniche quali  ForwardForward CheckingChecking (FC), e il (FC), e il LookingLooking AheadAhead (LA).(LA).

•• Un modulo propaga i vincoli finché è possibile (Un modulo propaga i vincoli finché è possibile (constrainconstrain); alla fine ); alla fine 
della propagazione o si è giunti ad una soluzione (od a un fallidella propagazione o si è giunti ad una soluzione (od a un fallimento) mento) 
o sono necessarie nuove informazioni sulle variabili libere (o sono necessarie nuove informazioni sulle variabili libere (generategenerate).).

CONSTRAIN GENERATE

ALGORITMI DI PROPAGAZIONEALGORITMI DI PROPAGAZIONE
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• Consideriamo una ricerca depth-first in un albero decisionale. Si 
tende a scendere di livello nell'albero fino a quando o si sono 
assegnate tutte le variabili, e quindi si  è trovata una soluzione, 
oppure non è  più possibile trovare un valore (la sequenza corrente 
non può portare a una soluzione ammissibile); quindi si esegue 
un'altra scelta sull'ultima variabile della sequenza stessa.

• L'algoritmo ha tre gradi di libertà:
– la scelta nell'ordinamento delle variabili;

– la scelta nell'ordine di selezione del valore da attribuire alla variabile 
corrente;

– la propagazione effettuata in ciascun nodo.

• I primi due riguardano le euristiche sulla strategia di ricerca.

USO DEI VINCOLI A PRIORI E A USO DEI VINCOLI A PRIORI E A 
POSTERIORIPOSTERIORI
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• Il terzo grado di libertà è ciò che differenzia le diverse strategie:

• Algoritmi senza propagazione:

– Generate and Test
– Standard Backtracking

• Algoritmi di Propagazione

– Forward Checking
– (Partial and Full) Look Ahead

USO DEI VINCOLI A PRIORI E A USO DEI VINCOLI A PRIORI E A 
POSTERIORIPOSTERIORI
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•• L'interprete del linguaggio sviluppa e visita un albero decisionL'interprete del linguaggio sviluppa e visita un albero decisionale ale 
percorrendolo in profondità assegnando valori alle variabili senpercorrendolo in profondità assegnando valori alle variabili senza za 
preoccuparsi di verificare la consistenza con gli altri vincoli.preoccuparsi di verificare la consistenza con gli altri vincoli.

•• Consideriamo il problema delle otto regine: le variabili coinvolConsideriamo il problema delle otto regine: le variabili coinvolte nel te nel 
problema prevedono, come dominio di definizione, i numeri interiproblema prevedono, come dominio di definizione, i numeri interi
compresi tra 1 e 8. compresi tra 1 e 8. 

•• Il Generate and Test avanza, nella ricerca di una soluzione, in Il Generate and Test avanza, nella ricerca di una soluzione, in modo modo 
'miope' assegnando all'insieme delle variabili una permutazione 'miope' assegnando all'insieme delle variabili una permutazione degli degli 
interi che compongono il dominio. interi che compongono il dominio. 

•• Unici vincoli considerati  nella fase Generate:Unici vincoli considerati  nella fase Generate:
–– 11≤≤ XXii ≤≤8 per 1 8 per 1 ≤≤ i i ≤≤ 88
–– XXii ≠≠ XXjj per 1 per 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

Il secondo è dovuto al fatto che ogni tentativo  consiste in unaIl secondo è dovuto al fatto che ogni tentativo  consiste in una
permutazione dei valori appartenenti ai domini e quindi ciascun permutazione dei valori appartenenti ai domini e quindi ciascun valore valore 
assegnato alle variabili è diverso dagli altri.assegnato alle variabili è diverso dagli altri.

GENERATE AND TESTGENERATE AND TEST
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•• Così facendo una soluzione al problema può essere la seguente:Così facendo una soluzione al problema può essere la seguente:

(X(X11 ,X,X22 ,....,X,....,X88) = (1,2,3,4,5,6,7,8). ) = (1,2,3,4,5,6,7,8). Assegnamento di ogni regina a una Assegnamento di ogni regina a una 
casella appartenente alla diagonale principale. Sbagliato !casella appartenente alla diagonale principale. Sbagliato !

•• Solo in un secondo tempo questa tecnica considera gli altri vincSolo in un secondo tempo questa tecnica considera gli altri vincoli oli 
rifiutando la soluzione trovata perché incompatibile con i vincorifiutando la soluzione trovata perché incompatibile con i vincoli del li del 
problema. problema. 

•• A questo punto inizia la procedura di backtracking tentando con A questo punto inizia la procedura di backtracking tentando con la la 
seconda permutazione e così via finché non si trova una soluzionseconda permutazione e così via finché non si trova una soluzione. e. 

•• Inefficienza di baseInefficienza di base

–– I vincoli sono utilizzati per limitare lo spazio delle soluzioniI vincoli sono utilizzati per limitare lo spazio delle soluzioni dopo che la dopo che la 
ricerca è stata effettuata, quindi a posteriori. ricerca è stata effettuata, quindi a posteriori. 

–– Il numero delle possibili permutazioni aumenta con il fattorialeIl numero delle possibili permutazioni aumenta con il fattoriale del numero del numero 
di termini da permutare. Nel caso di n=8 abbiamo un numero di di termini da permutare. Nel caso di n=8 abbiamo un numero di 
permutazioni pari a 8!= 40320, se n=10 allora n!=3628800 arrivanpermutazioni pari a 8!= 40320, se n=10 allora n!=3628800 arrivando per do per 
n=20 a  ordini di grandezza di 10n=20 a  ordini di grandezza di 101818 e quindi dimensioni inaccettabili dallo e quindi dimensioni inaccettabili dallo 
spazio di ricerca.spazio di ricerca.

GENERATE AND TESTGENERATE AND TEST
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STANDARD BACKTRACKINGSTANDARD BACKTRACKING
•• Sebbene migliore della precedente anche questa tecnica prevede uSebbene migliore della precedente anche questa tecnica prevede un n 

utilizzo a posteriori dei vincoli.utilizzo a posteriori dei vincoli.

–– A ogni A ogni istanziazioneistanziazione di una variabile si preoccupa di verificare la coerenza di una variabile si preoccupa di verificare la coerenza 
della variabile appena della variabile appena istanziataistanziata con quelle assegnate precedentemente. con quelle assegnate precedentemente. 

–– Quindi l'utilizzo dei vincoli è più efficace del precedente percQuindi l'utilizzo dei vincoli è più efficace del precedente perché non si hé non si 
prosegue la ricerca in rami che, ai primi livelli dell'albero, pprosegue la ricerca in rami che, ai primi livelli dell'albero, presentano delle resentano delle 
contraddizioni. contraddizioni. 

•• Il tentativo effettuato dal Generate and Test per risolvere il pIl tentativo effettuato dal Generate and Test per risolvere il problema roblema 
delle otto regine assegnandole ad una diagonale della scacchieradelle otto regine assegnandole ad una diagonale della scacchiera
verrebbe bloccato alla seconda verrebbe bloccato alla seconda istanziazioneistanziazione. . 

–– Infatti il vincolo Infatti il vincolo XXii ≠≠ XXjj -- (j(j--i)  per 1 i)  per 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 verrebbe violato dalle prime 8 verrebbe violato dalle prime 
due variabili: sostituendo Xdue variabili: sostituendo X11 = 1 e X= 1 e X22 = 2  nella relazione si ottiene 1 = 2  nella relazione si ottiene 1 ≠≠ 2 2 --
(2(2--1) 1) 

che porta a una contraddizione. che porta a una contraddizione. 

•• L'algoritmo viene quindi fermato e, con un backtracking, si tentL'algoritmo viene quindi fermato e, con un backtracking, si tenta di a di 
assegnare a Xassegnare a X22 il valore 3 con successo e così via. il valore 3 con successo e così via. 
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Standard BacktrackingStandard Backtracking

•• DepthDepth--first search per  first search per  CSPsCSPs con con 
singolosingolo assegnamentoassegnamento didi variabilivariabili e e 
chiamatachiamata standard  standard  backtrackingbacktracking

•• Standard Backtracking search e’ Standard Backtracking search e’ 
l’algoritmol’algoritmo didi ricercaricerca nonnon--informatainformata
basilarebasilare per  CSP.per  CSP.
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•• I vincoli sono utilizzati all'indietro (I vincoli sono utilizzati all'indietro (backwardbackward) e portano a una effettiva ) e portano a una effettiva 
riduzione dello spazio di ricerca.riduzione dello spazio di ricerca.

•• Tuttavia questa riduzione viene fatta a posteriori (a Tuttavia questa riduzione viene fatta a posteriori (a posterioriposteriori--pruningpruning) ) 
cioè dopo aver effettuato il tentativo.cioè dopo aver effettuato il tentativo.

•• A differenza della metodologia del Generate and Test, che tralasA differenza della metodologia del Generate and Test, che tralascia il cia il 
terzo e il quarto vincolo del problema delle otto regine (i vincterzo e il quarto vincolo del problema delle otto regine (i vincoli sulle oli sulle 
diagonali) durante la ricerca, per poi considerarli al termine diagonali) durante la ricerca, per poi considerarli al termine 
dell’dell’istanziazioneistanziazione di tutte le variabili, lo Standard Backtracking di tutte le variabili, lo Standard Backtracking 
controlla la loro consistenza per ogni variabile controlla la loro consistenza per ogni variabile istanziataistanziata. . 

•• Quindi è prevista la verifica dei vincoli:Quindi è prevista la verifica dei vincoli:

VVk+1 k+1 ≠≠ VVii + (k+1+ (k+1--i)   per 1 i)   per 1 ≤≤ i i ≤≤ k ;k ;

VVk+1 k+1 ≠≠ VVii -- (k+1(k+1--i)   per 1 i)   per 1 ≤ ≤ i i ≤≤ k ;k ;

per ogni valore di k.per ogni valore di k.

STANDARD BACKTRACKINGSTANDARD BACKTRACKING
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ESEMPIO Standard ESEMPIO Standard BacktrackingBacktracking: LE OTTO : LE OTTO 
REGINEREGINE

•• Nella risoluzione del problema delle otto regine supponiamo di aNella risoluzione del problema delle otto regine supponiamo di avere vere 
già già istanziatoistanziato sei variabili ai valori:sei variabili ai valori:
–– (X(X11 ,X,X22,X,X33,X,X44,X,X55,X,X66) = ( 1,3,5,7,2,4).) = ( 1,3,5,7,2,4).

•• L'assegnazione XL'assegnazione X11=1 è la prima scelta fatta. =1 è la prima scelta fatta. 
•• Se ora si assegnasse alla seconda variabile il valore XSe ora si assegnasse alla seconda variabile il valore X22=2 verrebbe =2 verrebbe 

violato il vincoloviolato il vincolo
–– VVk+1 k+1 ≠≠ VVii -- (k+1(k+1--i)   per 1 i)   per 1 ≤ ≤ i i ≤≤ k .k .

•• Infatti la seconda regina verrebbe posizionata sulla stessa diagInfatti la seconda regina verrebbe posizionata sulla stessa diagonale onale 
della prima. Allora viene tentato l'assegnamento Xdella prima. Allora viene tentato l'assegnamento X22=3 che verifica con =3 che verifica con 
successo  i vincoli:successo  i vincoli:
3 3 ≠ ≠ 1 ;1 ;
1 1 ≤≤ 3 3 ≤≤ 8 ;8 ;
3 3 ≠≠ 1 + (2 1 + (2 -- 1) ;1) ;
3 3 ≠≠ 1 1 -- (2 (2 -- 1) .1) .

•• Per la terza variabile è ancora disponibile il valore 2 che peròPer la terza variabile è ancora disponibile il valore 2 che però viola il viola il 
vincolo sulla diagonale con la seconda variabile, infatti: 2 vincolo sulla diagonale con la seconda variabile, infatti: 2 ≠≠ 3 3 -- (3 (3 -- 2) 2) 
non è soddisfatto. non è soddisfatto. 
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•• Allora si procede all'assegnazione del valore 4 alla variabile XAllora si procede all'assegnazione del valore 4 alla variabile X3 3 che che 
risulta però incompatibile con il valore assegnato alla variabilrisulta però incompatibile con il valore assegnato alla variabile Xe X22 a a 
causa del vincolo sulla diagonale. causa del vincolo sulla diagonale. 

•• Si tenta allora l'Si tenta allora l'istanziazioneistanziazione XX33=5 che ha successo verificando i =5 che ha successo verificando i 
vincoli:vincoli:

5 5 ≠≠ 1 ; 5 1 ; 5 ≠≠ 3;3; 1 1 ≤≤ 5 5 ≤≤ 8 ;8 ;

5 5 ≠≠ 1 + (3 1 + (3 -- 1) ; 5 1) ; 5 ≠≠ 3 + ( 3 3 + ( 3 -- 2) ;2) ;

5 5 ≠≠ 1 1 -- (3 (3 -- 1) ; 5 1) ; 5 ≠≠ 3 3 -- ( 3 ( 3 -- 2) .2) .

•• Procediamo ora all'Procediamo ora all'istanziazioneistanziazione della quarta variabile al valore Xdella quarta variabile al valore X44=7 =7 
che soddisfa i vincoli:che soddisfa i vincoli:

7 7 ≠≠ 1 ; 7 1 ; 7 ≠≠ 3 ; 7 3 ; 7 ≠≠ 5 ;  1 5 ;  1 ≤≤ 7 7 ≤≤ 8 ;8 ;

7 7 ≠≠ 1 + (4 1 + (4 -- 1) ; 7 1) ; 7 ≠≠ 3 + ( 4 3 + ( 4 -- 2) ;  7 2) ;  7 ≠≠ 5 + ( 4 5 + ( 4 -- 3)3)

7 7 ≠≠ 1 1 -- (4 (4 -- 1) ; 7 1) ; 7 ≠≠ 3 3 -- ( 4 ( 4 -- 2) ;  7 2) ;  7 ≠≠ 5 5 -- ( 4 ( 4 -- 3)3)

•• Procedendo in questo modo si può facilmente verificare che ancheProcedendo in questo modo si può facilmente verificare che anche le le 
istanziazioniistanziazioni XX55=2 e X=2 e X66=4 soddisfano tutti i vincoli e quindi vengono =4 soddisfano tutti i vincoli e quindi vengono 
accettate dallo Standard Backtracking. accettate dallo Standard Backtracking. 

ESEMPIO: LE OTTO REGINEESEMPIO: LE OTTO REGINE
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EsempioEsempio 8  8  RegineRegine
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PROBLEMAPROBLEMA

•• L'ultima colonna, corrispondente alla variabile XL'ultima colonna, corrispondente alla variabile X8, 8, non hanon ha più posizioni più posizioni 
disponibili assegnabili alla regina. disponibili assegnabili alla regina. 

•• Lo Standard Backtracking procede comunque all'assegnazione dellaLo Standard Backtracking procede comunque all'assegnazione della
settima variabile all'ultimo valore ancora disponibile Xsettima variabile all'ultimo valore ancora disponibile X77=6, ne =6, ne 
controlla la compatibilità con i valori già assegnati alle variacontrolla la compatibilità con i valori già assegnati alle variabili bili 
XX11,X,X22,.....,X,.....,X66 e procede all'e procede all'istanziazioneistanziazione dell'ultima regina. dell'ultima regina. 

•• Solo dopo si 'accorge' di non avere più caselle disponibili e quSolo dopo si 'accorge' di non avere più caselle disponibili e quindi indi 
fallisce. fallisce. 

•• La ricerca procede anche nel caso in cui una variabile ancora liLa ricerca procede anche nel caso in cui una variabile ancora libera, bera, 
nel nostro caso l'ultima, non presenta più posizioni disponibilinel nostro caso l'ultima, non presenta più posizioni disponibili. . 
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LIMITI DELL’USO A POSTERIORI DEI LIMITI DELL’USO A POSTERIORI DEI 
VINCOLIVINCOLI

•• Questo è un difetto da attribuire a tutti i metodi che utilizzanQuesto è un difetto da attribuire a tutti i metodi che utilizzano i vincoli o i vincoli 
passivamente cioè posteriormente ad un tentativo di passivamente cioè posteriormente ad un tentativo di istanziazioneistanziazione. . 

•• Utilizzando anche i vincoli che coinvolgono  variabili ancora liUtilizzando anche i vincoli che coinvolgono  variabili ancora libere il bere il 
problema sarebbe stato rilevato in anticipo evitando così costosproblema sarebbe stato rilevato in anticipo evitando così costosi i 
backtracking. backtracking. 

•• L'idea che sta alla base delle  tecniche di consistenza consisteL'idea che sta alla base delle  tecniche di consistenza consiste in un in un 
utilizzo attivo dei vincoli nella guida della computazione e nelutilizzo attivo dei vincoli nella guida della computazione e nel
cosiddetto cosiddetto pruningpruning a priori dell'albero decisionale associando, a a priori dell'albero decisionale associando, a 
ciascuna variabile, l'insieme di valori ammissibili rimanenti dociascuna variabile, l'insieme di valori ammissibili rimanenti dopo ogni po ogni 
assegnazione. assegnazione. 

•• Questi insiemi (domini) vengono perciò ridotti nel corso della Questi insiemi (domini) vengono perciò ridotti nel corso della 
computazione permettendo di scegliere per le variabili ancora licomputazione permettendo di scegliere per le variabili ancora libere bere 
valori ammissibili con le variabili già valori ammissibili con le variabili già istanziateistanziate senza più considerare i senza più considerare i 
vincoli che le legano.vincoli che le legano.
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FORWARD CHECKINGFORWARD CHECKING
• Viene utilizzata, dopo ogni assegnamento, la propagazione dei vincoli

che consiste nell'eliminazione dei valori incompatibili con quello 
appena istanziato dai domini delle variabili non ancora istanziate. 

• Questo metodo si rivela molto efficace soprattutto quando le ultime 
variabili ancora libere sono associate ad un insieme di valori 
ammissibili ridotto e perciò risultano molto vincolate e facilmente 
assegnabili. 

– Se  il dominio associato ad una variabile libera presenta un solo valore 
l'assegnamento può essere effettuato senza sforzo computazionale.

– Se ad un certo punto della computazione ci si accorge che un dominio 
associato ad una variabile risulta vuoto il meccanismo del Forward
Checking fallisce senza proseguire in tentativi e backtracking.

• L'assegnazione di un valore ad una variabile ha ripercussioni 
sull'insieme dei valori disponibili per le variabili ancora libere. In 
questo modo i vincoli agiscono in avanti (forward) e limitano lo spazio 
delle soluzioni prima che vengano effettuati tentativi su di esso.
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FORWARD CHECKING 8 RegineFORWARD CHECKING 8 Regine
•• L'esempio che porta all'assegnazione dei valori (1,3,5,7,2,4) alL'esempio che porta all'assegnazione dei valori (1,3,5,7,2,4) alla la 

sequenza di variabili (Xsequenza di variabili (X11,.....,X,.....,X66).).

•• Inizialmente l'insieme dei domini di tutte le variabili contieneInizialmente l'insieme dei domini di tutte le variabili contiene gli interi gli interi 
compresi tra 1 e 8. compresi tra 1 e 8. 

•• Dopo l'Dopo l'istanziazioneistanziazione di Xdi X11 al valore 1 vengono eliminati, dagli insiemi al valore 1 vengono eliminati, dagli insiemi 
relativi a Xrelativi a X22,.....X,.....X88, tutti i valori incompatibili con questo. Ovviamente il , tutti i valori incompatibili con questo. Ovviamente il 
valore 1 viene tolto da tutti i domini a causa del vincolovalore 1 viene tolto da tutti i domini a causa del vincolo

XX1 1 ≠≠ XXii per i =2,...,8.per i =2,...,8.

•• Dopo l'Dopo l'istanziazioneistanziazione del valore 1 alla variabile Xdel valore 1 alla variabile X11, vengono ridotti gli , vengono ridotti gli 
insiemi dei valori ammissibili per le variabili ancora libere. Iinsiemi dei valori ammissibili per le variabili ancora libere. Infatti  Xnfatti  X2 2 
ha, come valori ammissibili (3,4,5,6,7,8) in quanto il valore 2 ha, come valori ammissibili (3,4,5,6,7,8) in quanto il valore 2 risulta risulta 
incompatibile con l'assegnazione già effettuata e pertanto vieneincompatibile con l'assegnazione già effettuata e pertanto viene
eliminato. eliminato. 
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•• Procedendo con questo ragionamento elenchiamo gli insiemi Procedendo con questo ragionamento elenchiamo gli insiemi 
associati a ciascuna variabile:associati a ciascuna variabile:

XX22 è associata al dominio Dè associata al dominio D22=(3,4,5,6,7,8),=(3,4,5,6,7,8),
XX33 è associata al dominio Dè associata al dominio D33=(2,4,5,6,7,8),=(2,4,5,6,7,8),
XX44 è associato al dominio Dè associato al dominio D44=(2,3,5,6,7,8),=(2,3,5,6,7,8),
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2,3,4,6,7,8),=(2,3,4,6,7,8),
XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(2,3,4,5,7,8),=(2,3,4,5,7,8),
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77=(2,3,4,5,6,8),=(2,3,4,5,6,8),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(2,3,4,5,6,7).=(2,3,4,5,6,7).

•• Ora si procede Ora si procede istanziandoistanziando XX22 al valore 3. I domini delle variabili al valore 3. I domini delle variabili 
libere diventano:libere diventano:

XX33 è associata al dominio Dè associata al dominio D33=(5,6,7,8),=(5,6,7,8),
XX44 è associato al dominio Dè associato al dominio D44=(2,6,7,8),=(2,6,7,8),
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2,4,7,8),=(2,4,7,8),
XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(2,4,5,8),=(2,4,5,8),
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77=(2,4,5,6),=(2,4,5,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(2,4,5,6,7).=(2,4,5,6,7).

FORWARD CHECKINGFORWARD CHECKING
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•• Ora si prosegue nella ricerca assegnando un valore a xOra si prosegue nella ricerca assegnando un valore a x33 (il valore 5) e (il valore 5) e 
si propagano i vincoli ottenendo:si propagano i vincoli ottenendo:

XX44 è associato al dominio Dè associato al dominio D44=(2,7,8),=(2,7,8),
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2,4,8),=(2,4,8),
XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(4),=(4),
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77=(2,4,6),=(2,4,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(2,4,6,7).=(2,4,6,7).

•• Per la variabile XPer la variabile X66 il dominio contiene ora un solo valore. Si procede il dominio contiene ora un solo valore. Si procede 
all'all'istanziazioneistanziazione della variabile Xdella variabile X44 al valore 2, il primo appartenente al al valore 2, il primo appartenente al 
suo dominio.suo dominio.

•• Gli insiemi di valori rimanenti:Gli insiemi di valori rimanenti:
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(4,8),=(4,8),
XX6 6 ha dominio Dha dominio D6 6 vuoto,vuoto,
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77= (4,6),= (4,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(4,7).=(4,7).

•• Si ha quindi il fallimento in seguito all'assenza di valori ammiSi ha quindi il fallimento in seguito all'assenza di valori ammissibili per ssibili per 
la variabile Xla variabile X66. . 

FORWARD CHECKINGFORWARD CHECKING
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ForwardForward CheckingChecking : l'esempio (continua): l'esempio (continua)
•• Il backtracking porta alla ritrattazione del valore assegnato alIl backtracking porta alla ritrattazione del valore assegnato all'ultima l'ultima 

variabile variabile istanziataistanziata, della propagazione causata da quest'ultimo e al , della propagazione causata da quest'ultimo e al 
successivo tentativo con il valore Xsuccessivo tentativo con il valore X44=7. =7. 

•• L'algoritmo  restringe i domini nel modo seguente:L'algoritmo  restringe i domini nel modo seguente:
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2,4),=(2,4),
XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(4),=(4),
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77=(2,6),=(2,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(2,4,6).=(2,4,6).

•• Poi si procede all'Poi si procede all'istanziazioneistanziazione della variabile Xdella variabile X55 al valore 2 e Xal valore 2 e X66 al al 
valore 4 eliminando ogni possibile valore 4 eliminando ogni possibile istanziazioneistanziazione per la variabile Xper la variabile X88..
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LOOK AHEADLOOK AHEAD

•• La tecnica più completa per quel che riguarda il La tecnica più completa per quel che riguarda il pruningpruning a priori a priori 
dell'albero decisionale.dell'albero decisionale.

•• Ad ogni istanziazione viene controllata, come per il Forward Ad ogni istanziazione viene controllata, come per il Forward 
CheckingChecking, la compatibilità dei vincoli contenenti la variabile appena , la compatibilità dei vincoli contenenti la variabile appena 
assegnata con le precedenti (assegnata con le precedenti (istanziateistanziate) e le successive (libere).) e le successive (libere).

•• In più viene sviluppato il In più viene sviluppato il look look aheadahead (sguardo in avanti) che controlla (sguardo in avanti) che controlla 
l'esistenza, nei domini associati alle variabili ancora libere, l'esistenza, nei domini associati alle variabili ancora libere, di valori di valori 
compatibili con i vincoli contenenti solo variabili non compatibili con i vincoli contenenti solo variabili non istanziateistanziate..

•• I domini associati a ogni variabile vengono ridotti  propagandoI domini associati a ogni variabile vengono ridotti  propagando anche anche 
le relazioni contenenti coppie di variabili non le relazioni contenenti coppie di variabili non istanziateistanziate. Viene . Viene 
verificata quindi la possibilità di una futura assegnazione consverificata quindi la possibilità di una futura assegnazione consistente istente 
fra le variabili libere.fra le variabili libere.
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•• Strategia di Strategia di PartialPartial Look Look AheadAhead (PLA) o Full Look (PLA) o Full Look AheadAhead (FLA). (FLA). 

•• PLA:PLA: si ha una propagazione dei vincoli contenenti la variabile si ha una propagazione dei vincoli contenenti la variabile XXhh, , 
non ancora non ancora istanziataistanziata e le variabili "future", ossia le variabili Xe le variabili "future", ossia le variabili Xh+1h+1,..., ,..., XXnn

–– Per ogni variabile non ancora assegnata XPer ogni variabile non ancora assegnata Xk+1k+1,.....,,.....,XXnn, deve esistere un , deve esistere un 
valore per il quale sia possibile trovare, per tutte le altre vavalore per il quale sia possibile trovare, per tutte le altre variabili riabili 
"successive" non ancora assegnate, almeno un valore compatibile "successive" non ancora assegnate, almeno un valore compatibile con con 
esso.esso.

•• FLA:FLA: se Vse Vk k è il valore appena assegnato alla variabile Xè il valore appena assegnato alla variabile Xkk, si ha una , si ha una 
propagazione dei vincoli contenenti la variabile Xpropagazione dei vincoli contenenti la variabile Xhh,, non ancora non ancora 
istanziata, e tutte le variabili non ancora assegnate, ossia le istanziata, e tutte le variabili non ancora assegnate, ossia le variabili variabili 
XXk+1k+1,..,...X.Xhh--11,X,Xh+1h+1..,..,XXnn..

–– per ogni variabile non ancora assegnata Xper ogni variabile non ancora assegnata Xk+1k+1,....,,....,XXnn deve esistere un  deve esistere un  
valore per il quale sia possibile trovare, per tutte le variabilvalore per il quale sia possibile trovare, per tutte le variabili non ancora i non ancora 
assegnate, almeno un valore compatibile con esso.assegnate, almeno un valore compatibile con esso.

LOOK AHEADLOOK AHEAD
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ESEMPIO DI PLA: LE OTTO REGINEESEMPIO DI PLA: LE OTTO REGINE
•• Supponiamo di avere assegnato alle prime tre variabili XSupponiamo di avere assegnato alle prime tre variabili X11,X,X22,X,X33

rispettivamente i valori  1,3,5. rispettivamente i valori  1,3,5. 
•• Domini restanti (identici a quelli ridotti dalla tecnica del Domini restanti (identici a quelli ridotti dalla tecnica del ForwardForward CheckingChecking): ): 

X4 è associato al dominio D4=(2,7,8),X4 è associato al dominio D4=(2,7,8),
X5 è associato al dominio D5=(2,4,8),X5 è associato al dominio D5=(2,4,8),
X6 è associato al dominio D6=(4),X6 è associato al dominio D6=(4),
X7 è associato al dominio D7=(2,4,6),X7 è associato al dominio D7=(2,4,6),
X8 è associato al dominio D8=(2,4,6,7).X8 è associato al dominio D8=(2,4,6,7).

•• Eliminiamo quei valori per i quali non esiste, nei domini associEliminiamo quei valori per i quali non esiste, nei domini associate alle ate alle 
variabili "future" almeno un posizionamento compatibile con il vvariabili "future" almeno un posizionamento compatibile con il valore alore 
estratto. estratto. 

•• Quindi: Estraiamo da DQuindi: Estraiamo da D44 il valore 2. I valori 4 in Dil valore 2. I valori 4 in D55, 6 in D, 6 in D77 e 4 in De 4 in D88 sono sono 
compatibili con il valore 2 di Xcompatibili con il valore 2 di X44 mentre il valore 4, unico assegnabile a Xmentre il valore 4, unico assegnabile a X66, , 
non è compatibile. Dal dominio Dnon è compatibile. Dal dominio D44 viene eliminato il valore 2. viene eliminato il valore 2. 

•• Estraiamo da DEstraiamo da D44 il valore 7. I valori 2 in Dil valore 7. I valori 2 in D55, 4 in D, 4 in D66, 6 in D, 6 in D77 e 6 in De 6 in D88 sono sono 
compatibili con il valore 7 che pertanto non va eliminato dal docompatibili con il valore 7 che pertanto non va eliminato dal dominio come, minio come, 
del resto, il valore 8.  Il dominio associato a Xdel resto, il valore 8.  Il dominio associato a X44 diventa pertanto: Ddiventa pertanto: D44=(7,8).=(7,8).

4242

•• Si estrae da DSi estrae da D55 un valore e si controlla che esista, per Dun valore e si controlla che esista, per D66, D, D77 e De D88, , 
almeno un valore compatibile con questo. Per l'estrazione 2 in Dalmeno un valore compatibile con questo. Per l'estrazione 2 in D5 5 
esistono i valori 4 in Desistono i valori 4 in D66, 6 in D, 6 in D77 e 6 in De 6 in D88 che rispettano tutti i vincoli. che rispettano tutti i vincoli. 

•• Estraendo il valore 4 in DEstraendo il valore 4 in D5 5 si vede subito che l'unico valore associato si vede subito che l'unico valore associato 
a Xa X66 non ha più alcuna possibilità di soddisfare i vincoli quindi danon ha più alcuna possibilità di soddisfare i vincoli quindi da DD55 si si 
può eliminare il valore 4. può eliminare il valore 4. 

•• Non dà problemi invece il valore 8 in DNon dà problemi invece il valore 8 in D55 per la presenza dei valori 4 in per la presenza dei valori 4 in 
DD66, 2 in D, 2 in D77 e 2 in De 2 in D88 che rispettano tutti i vincoli. Il dominio associato a che rispettano tutti i vincoli. Il dominio associato a 
XX55 diventa pertanto:diventa pertanto:

DD55=(2,8).=(2,8).

•• Gli insiemi DGli insiemi D6 6 e De D77 non vengono modificati.non vengono modificati.

•• Evitiamo quindi l'assegnazione, tentata dal Evitiamo quindi l'assegnazione, tentata dal ForwardForward CheckingChecking, alla , alla 
variabile Xvariabile X44 del valore 2 che falliva immediatamente a causa di Ddel valore 2 che falliva immediatamente a causa di D66, , 
che rimaneva vuoto. che rimaneva vuoto. 

ESEMPIO DI PLA: LE OTTO REGINEESEMPIO DI PLA: LE OTTO REGINE
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•• Riprendiamo l'esempio precedente, supponendo di avere già Riprendiamo l'esempio precedente, supponendo di avere già 
propagato i domini con la tecnica del PLA.propagato i domini con la tecnica del PLA.

XX4 4 è associato al dominio Dè associato al dominio D44=(7,8),=(7,8),
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2,8),=(2,8),
XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(4),=(4),
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77=(2,4,6),=(2,4,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(2,4,6,7).=(2,4,6,7).

•• Si noti che per il valore 8 in DSi noti che per il valore 8 in D5 , 5 , non esiste alcun valore appartenente non esiste alcun valore appartenente 
a Da D44 che soddisfi i vincoli imposti dal problema.che soddisfi i vincoli imposti dal problema.

•• Il PLA non si "accorge" di questa inconsistenza perchè verifica Il PLA non si "accorge" di questa inconsistenza perchè verifica la la 
consistenza dei valori appartenenti ad un dominio Dconsistenza dei valori appartenenti ad un dominio Di i con i valori con i valori 
appartenenti ai domini appartenenti ai domini DDjj solo se j>i.solo se j>i.

•• Nel dominio DNel dominio D55, pertanto, resta il valore 2. Il valore 4 in D, pertanto, resta il valore 2. Il valore 4 in D6 6 risulta risulta 
compatibile con 2 in Dcompatibile con 2 in D5 5 e con i valori 7,8 in De con i valori 7,8 in D44 ..

–– XX4 4 è associato al dominio Dè associato al dominio D44=(7,8),=(7,8),
–– XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2),=(2),
–– XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(4),=(4),

ESEMPIO DI FLA: LE OTTO REGINEESEMPIO DI FLA: LE OTTO REGINE
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•• Analizziamo ora il dominio DAnalizziamo ora il dominio D77: il valore 2 in D: il valore 2 in D77 non è compatibile con 2 non è compatibile con 2 
in Din D5 5 (unico valore di D(unico valore di D55) quindi viene eliminato. La stessa cosa ) quindi viene eliminato. La stessa cosa 
avviene per 4 in Davviene per 4 in D7 7 incompatibile con 2 in Dincompatibile con 2 in D55..

•• DD7 7 risulta pertanto: Drisulta pertanto: D77=(6)=(6)

•• Il dominio DIl dominio D88,, già a questo punto della computazione, non contiene già a questo punto della computazione, non contiene 
più valori compatibili con quelli dei domini precedenti. Infattipiù valori compatibili con quelli dei domini precedenti. Infatti il valore 2 il valore 2 
in Din D8 8 risulta incompatibile con 2 in Drisulta incompatibile con 2 in D5 5 , 4 in D, 4 in D8 8 risulta incompatibile con risulta incompatibile con 
4 in D4 in D6 6 , 6 in D, 6 in D8 8 risulta incompatibile con 6 in Drisulta incompatibile con 6 in D7 7 . La computazione, . La computazione, 
pertanto, fallisce senza tentare ulteriori assegnazioni.pertanto, fallisce senza tentare ulteriori assegnazioni.

•• Il carico computazionale dovuto alle continue verifiche della Il carico computazionale dovuto alle continue verifiche della 
consistenza dei vincoli, e quindi alla propagazione piuttosto peconsistenza dei vincoli, e quindi alla propagazione piuttosto pesante, sante, 
non porta al raggiungimento di vantaggi quando le dimensioni delnon porta al raggiungimento di vantaggi quando le dimensioni del
problema diventano considerevoli ai primi livelli dell'albero.problema diventano considerevoli ai primi livelli dell'albero.
–– Nell'esempio delle otto regine infatti i domini ridotti, dopo leNell'esempio delle otto regine infatti i domini ridotti, dopo le prime due prime due 

istanziazioniistanziazioni, dalle tecniche in esame sono identici ma, mentre il Look , dalle tecniche in esame sono identici ma, mentre il Look 
AheadAhead verifica la consistenza dei vincoli su tutte le coppie di variaverifica la consistenza dei vincoli su tutte le coppie di variabili bili 
ancora libere (la maggioranza), il ancora libere (la maggioranza), il ForwardForward CheckingChecking esegue molte meno esegue molte meno 
verifiche guadagnando in efficienza.verifiche guadagnando in efficienza.

ESEMPIO DI FLA: LE OTTO REGINEESEMPIO DI FLA: LE OTTO REGINE
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•• La scelta dell'ordinamento delle variabili e la scelta dell'ordiLa scelta dell'ordinamento delle variabili e la scelta dell'ordine di selezione dei ne di selezione dei 
valori rimangono a disposizione del programmatore.valori rimangono a disposizione del programmatore.

•• Le euristiche potranno agire quindi su questi due gradi di liberLe euristiche potranno agire quindi su questi due gradi di libertà per cercare di tà per cercare di 
garantire il raggiungimento di una buona soluzione in tempi ragigarantire il raggiungimento di una buona soluzione in tempi ragionevoli anche onevoli anche 
per i problemi più complessi.per i problemi più complessi.

Le euristiche possono essere classificate in:Le euristiche possono essere classificate in:

•• euristiche per la selezione della variabile:euristiche per la selezione della variabile:
–– determinano quale deve essere la prossima variabile da determinano quale deve essere la prossima variabile da istanziareistanziare. Le due . Le due 

euristiche più comunemente usate sono il euristiche più comunemente usate sono il firstfirst--failfail (o (o MRVMRV: Minimum : Minimum RemaingRemaing
ValuesValues) che scegliere la variabile con il dominio di ) che scegliere la variabile con il dominio di cardinalitàcardinalità minore, e il minore, e il mostmost--
constrainedconstrained principleprinciple che sceglie la variabile legata a più vincoli. Entrambe queste che sceglie la variabile legata a più vincoli. Entrambe queste 
euristiche decidono di euristiche decidono di istanziareistanziare prima le variabili più difficili da assegnare.prima le variabili più difficili da assegnare.

•• euristiche per la selezione del valoreeuristiche per la selezione del valore::
–– determinano quale valore assegnare alla variabile selezionata. Sdeterminano quale valore assegnare alla variabile selezionata. Si segue in genere i segue in genere 

il principio di scegliere prima il valore che si ritiene abbia pil principio di scegliere prima il valore che si ritiene abbia più probabilità di successo iù probabilità di successo 
((leastleast constrainingconstraining principleprinciple).).

CLASSIFICAZIONE DELLE EURISTICHECLASSIFICAZIONE DELLE EURISTICHE
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Un’ulteriore classificazione è la seguente:Un’ulteriore classificazione è la seguente:

•• euristiche statiche:euristiche statiche:

–– determinano l'ordine in cui le variabili (o i valori) vengono scdeterminano l'ordine in cui le variabili (o i valori) vengono scelti prima di elti prima di 
iniziare la ricerca; tale ordine rimane invariato durante tutta iniziare la ricerca; tale ordine rimane invariato durante tutta la ricerca.la ricerca.

•• euristiche dinamiche:euristiche dinamiche:

–– scelgono la prossima selezione da effettuare ogni volta che unascelgono la prossima selezione da effettuare ogni volta che una nuova nuova 
selezione viene richiesta (quindi ad ogni passo di selezione viene richiesta (quindi ad ogni passo di labelinglabeling).).

•• Le euristiche dinamiche sono potenzialmente migliori (meno backtLe euristiche dinamiche sono potenzialmente migliori (meno backtracking). La racking). La 
determinazione dell'euristica perfetta (che non richiede backtradeterminazione dell'euristica perfetta (che non richiede backtracking) e’ un cking) e’ un 
problema che ha, in genere, la stessa complessità del problema oproblema che ha, in genere, la stessa complessità del problema originale. riginale. 
Bisognerà quindi trovare un compromesso.Bisognerà quindi trovare un compromesso.

CLASSIFICAZIONE DELLE EURISTICHECLASSIFICAZIONE DELLE EURISTICHE
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EsempioEsempio 8  8  RegineRegine
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•• Ora si prosegue nella ricerca assegnando un valore a xOra si prosegue nella ricerca assegnando un valore a x33 (il valore 5) e (il valore 5) e 
si propagano i vincoli ottenendo:si propagano i vincoli ottenendo:

XX44 è associato al dominio Dè associato al dominio D44=(2,7,8),=(2,7,8),
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(2,4,8),=(2,4,8),
XX66 è associato al dominio Dè associato al dominio D66=(4),=(4),
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77=(2,4,6),=(2,4,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(2,4,6,7).=(2,4,6,7).

•• Per la variabile XPer la variabile X66 il dominio contiene ora un solo valore. Si procede il dominio contiene ora un solo valore. Si procede 
all'all'istanziazioneistanziazione della variabile Xdella variabile X44 al valore 2, il primo appartenente al al valore 2, il primo appartenente al 
suo dominio.suo dominio.

•• Gli insiemi di valori rimanenti:Gli insiemi di valori rimanenti:
XX55 è associato al dominio Dè associato al dominio D55=(4,8),=(4,8),
XX6 6 ha dominio Dha dominio D6 6 vuoto,vuoto,
XX77 è associato al dominio Dè associato al dominio D77= (4,6),= (4,6),
XX88 è associato al dominio Dè associato al dominio D88=(4,7).=(4,7).

•• Si ha quindi il fallimento in seguito all'assenza di valori ammiSi ha quindi il fallimento in seguito all'assenza di valori ammissibili per ssibili per 
la variabile Xla variabile X66. . 

FORWARD CHECKING (First FORWARD CHECKING (First FailFail))
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Euristica FIRST FAIL: 8 regineEuristica FIRST FAIL: 8 regine
•• Nell'esempio precedentemente illustrato delle 8 Regine per l’algNell'esempio precedentemente illustrato delle 8 Regine per l’algoritmo oritmo 

ForwardForward CheckingChecking dopo le dopo le istanziazioniistanziazioni
XX11=1, X=1, X22=3, X=3, X33 =5=5

il First il First failfail proseguirebbe con la scelta per la variabile Xproseguirebbe con la scelta per la variabile X66 perché il suo perché il suo 
dominio è il più ristretto (4).dominio è il più ristretto (4).
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TECNICHE DI CONSISTENZATECNICHE DI CONSISTENZA

•• Differenza Fondamentale: al contrario degli algoritmi di propagaDifferenza Fondamentale: al contrario degli algoritmi di propagazione che zione che 
propagano i vincoli in seguito a propagano i vincoli in seguito a istanziazioniistanziazioni delle variabili coinvolte nel delle variabili coinvolte nel 
problema, le tecniche di consistenza riducono il problema originproblema, le tecniche di consistenza riducono il problema originale ale 
eliminando dai domini delle variabili i valori che non possono celiminando dai domini delle variabili i valori che non possono comparire in una omparire in una 
soluzione finale.soluzione finale.

•• PossonoPossono essereessere applicateapplicate staticamentestaticamente oppureoppure ad ad ogniogni passopasso didi
assegnamentoassegnamento (labeling) come (labeling) come potentipotenti tecnichetecniche didi propagazionepropagazione per le per le 
variabilivariabili non non ancoraancora istanziateistanziate..

•• Tutte le tecniche di consistenza sono basate su una rappresentazTutte le tecniche di consistenza sono basate su una rappresentazione del ione del 
problema come una rete (grafo) di vincoli. Gli archi possono essproblema come una rete (grafo) di vincoli. Gli archi possono essere orientati o ere orientati o 
non orientati: ad esempio il vincolo > viene rappresentato da unnon orientati: ad esempio il vincolo > viene rappresentato da un arco arco 
orientato, mentre il vincolo orientato, mentre il vincolo ≠≠ da un arco semplice (non orientato o da un arco semplice (non orientato o 
doppiamente orientato).doppiamente orientato).
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CONSTRAINT GRAPHCONSTRAINT GRAPH
•• Per ogni CSP esiste un grafo (Per ogni CSP esiste un grafo (constraintconstraint graphgraph) in cui i nodi ) in cui i nodi 

rappresentano le variabili e gli archi i vincoli tra le variabilrappresentano le variabili e gli archi i vincoli tra le variabili costituenti i i costituenti i 
nodi del grafo.nodi del grafo.
–– I vincoli binari (R) collegano due nodi XI vincoli binari (R) collegano due nodi Xi i e Xj: e Xj: 

–– I vincoli unari sono rappresentati da archi che iniziano e termiI vincoli unari sono rappresentati da archi che iniziano e terminano sullo nano sullo 
stesso nodo stesso nodo XXii

Xi Xj
R

Xi

R
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ESEMPIO: MAP COLORING PROBLEMESEMPIO: MAP COLORING PROBLEM
•• Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, 

caratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigcaratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigue ue 
siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a 
disposizione i colori disposizione i colori redred (r), green (g) e blu (b)(r), green (g) e blu (b)

1

3 4

2
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•• Il Il constraintconstraint--graphgraph corrispondente è il seguente. tuttavia, esistono corrispondente è il seguente. tuttavia, esistono 
combinazioni di valori non compatibili tra loro (combinazioni di valori non compatibili tra loro (eses: X1=r, X2=r, X3=r, : X1=r, X2=r, X3=r, 
X4=r).X4=r).

•• Esistono diversi algoritmi che realizzano gradi diversi di consiEsistono diversi algoritmi che realizzano gradi diversi di consistenza.stenza.

X1 X2
≠

X3 X4
≠

≠
≠≠

ESEMPIO: MAP COLORING PROBLEMESEMPIO: MAP COLORING PROBLEM

{r,g,b}

{r,g,b} {r,g,b}

{r,g,b}
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•• NODENODE--CONSISTENCY: consistenza di grado 1CONSISTENCY: consistenza di grado 1

•• Un nodo di un grafo di vincoli è consistente se per ogni valore Un nodo di un grafo di vincoli è consistente se per ogni valore XXii∈∈DDii il il 
vincolo vincolo unariounario su su XXii è soddisfatto.è soddisfatto.

•• Nell’esempio il nodo non e’ node consistent perchè il valore gNell’esempio il nodo non e’ node consistent perchè il valore g∈ ∈ DDii

viola il vincolo unario P(i) su viola il vincolo unario P(i) su XXii..

•• Per rendere il nodo consistente è necessario eliminare dal dominPer rendere il nodo consistente è necessario eliminare dal dominio di io di 
XXii il valore g.il valore g.

•• Un grafo è node consistente se tutti i suoi nodi sono consistentUn grafo è node consistente se tutti i suoi nodi sono consistenti.i.

NODE CONSISTENCYNODE CONSISTENCY

Xi

Xi ≠ g

{r,g,b}
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•• La consistenza di grado 2 si ottiene partendo da un grafo nodeLa consistenza di grado 2 si ottiene partendo da un grafo node--
consistente. Tale consistenza verifica se un arco A(i,j) è consiconsistente. Tale consistenza verifica se un arco A(i,j) è consistente.stente.

•• ARC CONSISTENCY: un arco A(i,j) è consistente se per ogni valoreARC CONSISTENCY: un arco A(i,j) è consistente se per ogni valore
XX∈∈DDii esiste almeno un valore Yesiste almeno un valore Y∈∈DDjj tale che il vincolo tra i e j P(i,j) sia tale che il vincolo tra i e j P(i,j) sia 
soddisfattosoddisfatto

•• L’arco in figura non è consistente perché, considerando il valorL’arco in figura non è consistente perché, considerando il valore re r∈∈DDii, , 
non esiste un valore appartenente a non esiste un valore appartenente a DDjj che soddisfi il vincolo P(i,j).che soddisfi il vincolo P(i,j).

•• Per rendere consistente l'arco tra Per rendere consistente l'arco tra e e XXjj è necessario eliminare il valore è necessario eliminare il valore 
r dal dominio di r dal dominio di XXii : questo valore non comparirebbe in nessuna : questo valore non comparirebbe in nessuna 
soluzione ammissibile.soluzione ammissibile.

ARC CONSISTENCYARC CONSISTENCY

Xi Xj
≠

{r,g} {r}

5656

PROCEDIMENTO ITERATIVOPROCEDIMENTO ITERATIVO

•• La rimozione di alcuni valori dal dominio di una variabile rendeLa rimozione di alcuni valori dal dominio di una variabile rende necessarie necessarie 
ulteriori verifiche che coinvolgono i vincoli contenenti la variulteriori verifiche che coinvolgono i vincoli contenenti la variabile stessa.abile stessa.

•• Quindi questo procedimento deve essere ripetuto finché la rete nQuindi questo procedimento deve essere ripetuto finché la rete non raggiunge on raggiunge 
una configurazione stabile QUIESCENZAuna configurazione stabile QUIESCENZA

•• La rimozione del valore La rimozione del valore XXii = r a causa del vincolo = r a causa del vincolo ≠≠ tra tra XXii e e XXjj comporta la comporta la 
rimozione del valore rimozione del valore XXkk = g a causa del vincolo tra  = g a causa del vincolo tra  XXii e e XXkk

•• Quindi l'Quindi l'arcarc consistencyconsistency è un procedimento iterativo che converge ad una rete è un procedimento iterativo che converge ad una rete 
stabile e stabile e arcarc--consistenteconsistente..

Xi Xi
≠

{r,g} {r}

Xk

{r,g}

≠
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PATH CONSISTENCYPATH CONSISTENCY
•• La consistenza di grado 3 si ottiene partendo da un grafo La consistenza di grado 3 si ottiene partendo da un grafo arcarc--

consistenteconsistente..

•• Supponiamo di considerare la rete di vincoli relativa al map Supponiamo di considerare la rete di vincoli relativa al map coloringcoloring
problemproblem::

Xi Xj
≠

{r,b} {r,b}

Xk

{r,b}

≠ ≠
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PATHPATH--CONSISTENCY:  CONSISTENCY:  gradogrado 33
•• Questa rete è Questa rete è arcarc--consistenteconsistente: infatti, per ogni valore di ciascun : infatti, per ogni valore di ciascun 

dominio, esiste almeno un valore in ogni altro dominio che soddidominio, esiste almeno un valore in ogni altro dominio che soddisfa il sfa il 
vincolo esistente tra i due nodi.vincolo esistente tra i due nodi.

•• Tuttavia, è immediato verificare che la rete non presenta soluziTuttavia, è immediato verificare che la rete non presenta soluzioni oni --> > 
non è non è pathpath--consistenteconsistente..

•• PATH CONSISTENCY: Un cammino tra i nodi (i,j,k) è path PATH CONSISTENCY: Un cammino tra i nodi (i,j,k) è path 
consistente se, per ogni valore xconsistente se, per ogni valore x∈∈DDii, e y, e y∈∈DjDj (che rispettano la node e (che rispettano la node e 
la la arcarc--consistenzaconsistenza) esiste un valore z) esiste un valore z∈∈DDkk che soddisfa i vincoli P(i,k) che soddisfa i vincoli P(i,k) 
e P(k,j).e P(k,j).

(la consistenza del vincolo (la consistenza del vincolo unariounario P(k) è garantita dalla node P(k) è garantita dalla node 
consistenza della rete)consistenza della rete)

•• Nell'esempio precedente, presi i valori rNell'esempio precedente, presi i valori r∈∈DDii e be b∈∈DDkk, non esiste nessun , non esiste nessun 
valore appartenente a valore appartenente a DjDj che soddisfi contemporaneamente i vincoli che soddisfi contemporaneamente i vincoli 
P(i,j) e P(j,k).P(i,j) e P(j,k).
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PATHPATH--CONSISTENCYCONSISTENCY
•• Nota: la definizione originale di Nota: la definizione originale di pathpath--consistenzaconsistenza si riferisce a cammini si riferisce a cammini 

di lunghezza arbitraria m.di lunghezza arbitraria m.

•• Tuttavia, esiste il seguente teorema:Tuttavia, esiste il seguente teorema:

•• TEOREMA: Se ogni cammino di lunghezza 2 di un grafo completo è TEOREMA: Se ogni cammino di lunghezza 2 di un grafo completo è 
pathpath--consistenteconsistente allora l'intera rete è allora l'intera rete è pathpath--consistenteconsistente..

•• Un Un constraintconstraint--graphgraph non completo può essere reso completo non completo può essere reso completo 
aggiungendo, tra le variabili non vincolate, vincoli completamenaggiungendo, tra le variabili non vincolate, vincoli completamente te 
rilassati: sempre veririlassati: sempre veri

X2 X3

X1

{3,4} {5}

{1,3}

<

< or =
< or = or >

VINCOLO  
COMPLETAMENTE 
RILASSATO
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KK--CONSISTENZACONSISTENZA

•• Scelti valori per ogni kScelti valori per ogni k--11--pla di variabili consistenti con i vincoli imposti pla di variabili consistenti con i vincoli imposti 
dal problema, si cerca un valore per ogni kdal problema, si cerca un valore per ogni k--esima variabile che esima variabile che 
soddisfa i vincoli tra tutte le k variabili.  Se tale valore esisoddisfa i vincoli tra tutte le k variabili.  Se tale valore esiste allora le k ste allora le k 
variabili sono k consistenti.variabili sono k consistenti.

•• In generale, se un grafo contenente n variabili è kIn generale, se un grafo contenente n variabili è k-- consistente con consistente con 
k<n, allora per trovare una soluzione è necessaria una ricerca nk<n, allora per trovare una soluzione è necessaria una ricerca nello ello 
spazio restante.spazio restante.

•• Se un grafo contenente n variabili è n consistente, allora si puSe un grafo contenente n variabili è n consistente, allora si può ò 
trovare una soluzione senza ricerca.trovare una soluzione senza ricerca.

•• FreuderFreuder nel 1978 ha definito un algoritmo generale per rendere una nel 1978 ha definito un algoritmo generale per rendere una 
rete krete k--consistente con k qualunque.consistente con k qualunque.

•• Tuttavia, rendere una rete di vincoli contenente n variabili nTuttavia, rendere una rete di vincoli contenente n variabili n--
consistente ha una complessità esponenziale in n.consistente ha una complessità esponenziale in n.
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ArcArc--Consistency: Consistency: AlgoritmoAlgoritmo
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CONSTRAINT SOLVER in praticaCONSTRAINT SOLVER in pratica

•• I più diffusi I più diffusi constraintconstraint solver fanno uso delle tecniche viste fino ad ora. In solver fanno uso delle tecniche viste fino ad ora. In 
ConstraintConstraint ProgrammingProgramming tipicamente si usa un algoritmo di tipicamente si usa un algoritmo di labelinglabeling con le con le 
euristiche viste ed euristiche viste ed arcarc--consistencyconsistency per la propagazione di vincoli su variabili per la propagazione di vincoli su variabili 
non non istanziateistanziate..

•• I vincoli sono visti come componenti software che incapsulano unI vincoli sono visti come componenti software che incapsulano un algoritmo di algoritmo di 
filtering. Molto spesso l’algoritmo di filtering che effettua lafiltering. Molto spesso l’algoritmo di filtering che effettua la propagazione non propagazione non 
e’ e’ generalgeneral purposepurpose come quelli visti finora, ma si basa sulla semantica del come quelli visti finora, ma si basa sulla semantica del 
vincolo per motivi di efficienza.vincolo per motivi di efficienza.

•• Esempio: X::[1..10], Y::[1..10], X > Y. Non importa controllare Esempio: X::[1..10], Y::[1..10], X > Y. Non importa controllare tutti i valori nei tutti i valori nei 
due domini, ma basta controllare i due domini, ma basta controllare i boundbound. In particolare questo vincolo e’ AC . In particolare questo vincolo e’ AC 
se se minmin(X) > (X) > minmin(Y) and (Y) and maxmax(X) > (X) > maxmax(Y)(Y)

•• Esempio X::[1..10], Y::[1..10], X Esempio X::[1..10], Y::[1..10], X ≠≠ Y. Questo vincolo Y. Questo vincolo èè SEMPRE AC se i due SEMPRE AC se i due 
domini contengono entrambi domini contengono entrambi piupiu’’ di un valore. Ldi un valore. L’’AC si controlla quando una AC si controlla quando una 
delle due variabili viene delle due variabili viene istanziataistanziata a un valore. Questo valore viene rimosso a un valore. Questo valore viene rimosso 
dal dominio delldal dominio dell’’altra.altra.
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CONSTRAINT SOLVER in praticaCONSTRAINT SOLVER in pratica

•• Una caratteristica fondamentale dei Una caratteristica fondamentale dei constraintconstraint solver e’ la presenza di solver e’ la presenza di 
vincoli nvincoli n--ari, anche detti vincoli GLOBALIari, anche detti vincoli GLOBALI

•• Anche essi hanno un algoritmo di filtering al loro internoAnche essi hanno un algoritmo di filtering al loro interno

•• Chiaramente per raggiungere la consistenza di un vincolo Chiaramente per raggiungere la consistenza di un vincolo nn--arioario
((GeneralizedGeneralized ArcArc ConsistencyConsistency), in linea di principio, si dovrebbe ), in linea di principio, si dovrebbe 
applicare la napplicare la n--consistenza, che ha complessità esponenziale.consistenza, che ha complessità esponenziale.
–– Tuttavia esistono vincoli particolari per cui raggiungere la nTuttavia esistono vincoli particolari per cui raggiungere la n--consistenza consistenza 

ha costo polinomiale. (ad esempio ha costo polinomiale. (ad esempio alldifferentalldifferent))
–– Per gli altri ci si accontenta di unPer gli altri ci si accontenta di un’’approssimazione della approssimazione della GeneralizedGeneralized ArcArc

ConsistencyConsistency

•• Vedrete alcuni vincoli globali nel corso di Applicazioni di AIVedrete alcuni vincoli globali nel corso di Applicazioni di AI
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TecnicheTecniche AlternativeAlternative

•• ProgrammazioneProgrammazione LineareLineare

–– TecnicheTecniche numerichenumeriche per per risolvererisolvere sistemisistemi didi equazioniequazioni (o (o 
disequazionidisequazioni) ) linearilineari + + ottimizzazioneottimizzazione

•• Es.:Es.: algoritmoalgoritmo del del simplessosimplesso

•• LavoraLavora MOLTO MOLTO benebene per per vincolivincoli linearilineari

4*X 4*X -- 3*Y 3*Y >> Z + 2Z + 2

XX33 -- 3*Y 3*Y >> ZZ22 + 2+ 2

YES !YES !

NO !NO !

•• LavoraLavora , non , non moltomolto benebene , per , per problemiproblemi discretidiscreti

•• In In questiquesti casicasi :: Constraint Processing e’ Constraint Processing e’ unauna sceltascelta miglioremigliore

•• AncheAnche : per : per problemiproblemi didi vincolivincoli non non susu datidati numericinumerici


